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INTRODUÇÃO 

Este livro é um texto introdutório dos conceitos básicos de cálculo 

para funções de várias variáveis escrito de uma forma acessível, clara e 

sucinta, tornando-o um texto de apoio à lecionação e ao trabalho do 

estudante. 

Destina-se a estudantes universitários do segundo ano de 

Engenharias, de Física, ou de outros cursos da área das Ciências Naturais onde 

o cálculo integral e o cálculo vetorial são componentes importantes da sua 

formação. Tem como pré-requisitos o cálculo diferencial de funções de várias 

variáveis, que constitui o tema do livro dos mesmos autores – Cálculo 

diferencial a várias variáveis, O essencial [5] – mas também conhecimentos 

de cálculo diferencial e integral de funções reais de uma variável real, 

usualmente adquiridos em unidades curriculares precedentes. Além disso, 

são também profícuos alguns conhecimentos de álgebra linear e geometria 

analítica. 

Entendemos que, neste nível de aprendizagem, é importante que o 

estudante desenvolva a habilidade de calcular, com papel e lápis, mas 

também usando métodos computacionais. Defendemos que o uso de 

métodos computacionais exige que o estudante seja capaz de compreender 

os problemas interpretando-os num contexto geométrico e, também, que 

conheça os resultados teóricos e clássicos que lhe permitam fazer uma boa 

interpretação dos resultados obtidos por esse meio. 

Pretendemos que seja um texto simples, básico e essencial. Contém 

uma coleção extensa de exemplos e exercícios resolvidos e, no final de cada 

capítulo, apresenta também uma lista de exercícios propostos. Exercícios 

complementares podem ainda ser encontrados em [6].  
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Neste contexto, embora tenha sido nossa preocupação manter o 

rigor matemático, foi feita uma simplificação da exposição, colocando mais 

enfase no cálculo do que na justificação dos resultados teóricos. 

Recomendamos pois, sobretudo aos estudantes mais curiosos e ambiciosos, 

a consulta da bibliografia indicada [1,2,4,7,8,9], constituída por textos 

clássicos, onde se podem encontrar as demonstrações omitidas, bem como 

algumas explicações mais profundas que são aqui preteridas. 

O CAPÍTULO 1 está dividido em 3 secções. Na secção 1 tratam-se as 

mudanças de coordenadas no plano e no espaço. Dá-se especial atenção às 

coordenadas polares no plano e às coordenadas cilíndricas e coordenadas 

esféricas no espaço. Na secção 2 lida-se com os campos vetoriais, que 

aparecem também nos integrais de linha e nos integrais de superfície, mais 

adiante. Em particular, estudam-se os campos conservativos, suas 

propriedades e algumas aplicações. Na secção 3 estudam-se as curvas como 

funções vetoriais preparando-se assim o estudo dos integrais de linha que se 

faz posteriormente. 

No CAPÍTULO 2 cobre-se o estudo dos integrais de linha. O integral 

de linha é visto como uma extensão do integral definido de uma função 

escalar sobre uma linha e define-se, depois, o integral de linha de um campo 

vetorial. Usa-se o teorema fundamental dos integrais de linha para calcular o 

trabalho ou a circulação de um campo vetorial conservativo. 

O CAPÍTULO 3 é dedicado ao cálculo de integrais múltiplos. Embora 

muitos dos resultados apresentados sejam válidos para qualquer dimensão, 

estudam-se, em particular, os integrais duplos e triplos. Estes integrais são 

vistos como extensões dos integrais definidos em dimensão inferior e 

mostram-se as aplicações mais frequentes. Usam-se mudanças de 

coordenadas sempre que adequado, para o cálculo dos integrais e estuda-se 

o teorema de Green. 

O CAPÍTULO 4 começa com a definição de superfície parametrizada 

como função vetorial de dois parâmetros. Estudam-se os integrais de 
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superfície como integrais que se transformam em integrais duplos, cuja 

região de integração é o domínio dos parâmetros da superfície 

parametrizada. Este capítulo termina com o estudo dos teoremas de Gauss e 

de Stokes, fazendo-se a ligação com os assuntos tratados nos capítulos 

anteriores: os integrais triplos e os integrais de linha de uma curva no espaço. 
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CAPÍTULO 1.  

MUDANÇAS DE COORDENADAS 
E FUNÇÕES VETORIAIS 

Este capítulo é composto por três secções. A primeira é dedicada a um 
breve estudo das mudanças de coordenadas no plano e no espaço; dá-se 
especial atenção à mudança para coordenadas polares no plano e à mudança 
para coordenadas cilíndricas e esféricas no espaço. 

Nas secções seguintes estudam-se dois tipos especiais de funções 
vetoriais. Os campos vetoriais e as curvas dando enfase à visualização e 
traçado de curvas parametrizadas como funções que representam 
movimento. 

No final, o estudante deve ser capaz de: 

¶ Escrever em coordenadas polares uma região plana dada em 
coordenadas retangulares e reciprocamente; 

¶ Escrever em coordenadas cilíndricas e em coordenadas esféricas uma 
região dada em coordenadas retangulares; 

¶ Escrever em coordenadas retangulares uma região dada em coorde-
nadas cilíndricas ou em coordenadas esféricas; 

¶ Identificar um campo conservativo; 

¶ Calcular um potencial para um campo conservativo; 

¶ Determinar uma equação cartesiana de uma curva dada pelas suas 
equações paramétricas; 

¶ Parametrizar curvas no plano e no espaço; 

¶ Identificar curvas regulares; 

¶ Traçar curvas no plano e no espaço; 

¶ Escrever uma equação do plano tangente e da reta normal a uma curva 
num ponto.  
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1.1. Mudança de Coordenadas 

A escolha de um sistema de coordenadas, no plano ou no espaço, de 
acordo com o problema que pretendemos resolver, é um passo fundamental 
na obtenção da solução do problema; em certas situações, por exemplo em 
problemas que envolvem o cálculo de integrais, pode ser conveniente efetuar 
uma mudança de coordenadas. 

1 

Exemplo 1.1 A função definida em ᴙ  por 

Ὕόȟὺ ὼȟώ ςό ὺȟό ὺ 

é uma mudança de coordenadas no plano. O Jacobiano de Ὕ, 

ὼȟώ

όȟὺ

ὼ

ό

ὼ

ὺ

ώ

ό

ώ

ὺ

ς ρ

ρ ρ
σȟ 

não se anula em ᴙ , o que permite concluir que Ὕ é injetiva pois  Ὕ é uma 

                                                                 
1 O Jacobiano é o determinante da matriz Jacobiana [5]. 

DEFINIÇÃO 1.1 
 

Seja Ὗᶰᴙ  um aberto. Uma mudança de coordenadas (ou 
mudança de variáveis) em Ὗ é uma função ὝȡὟṖᴙ ᴼᴙȟ tal que 
Ὕόȟόȟȣȟό ὼȟὼȟȣȟὼ de classe ὅȟ injetiva, cujo 
Jacobiano1 não se anula, isto é, 

ὼȟὼȟȣȟὼ

όȟόȟȣȟό

ὼ

ό
ȣ
ὼ

ό
ể Ệ ể
ὼ

ό
ȣ
ὼ

ό

π ÅÍ ὟȢ 
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aplicação linear. Aplicando esta transformação ao triângulo no plano όὕὺ 
cujos vértices são os pontos de coordenadas cartesianas ὕ πȟπȟ             
ὃ ρȟπȟὄ πȟρ obtém-se o triângulo no plano ὼὕώ cujos vértices são   
ὕ πȟπȟ ὃ ςȟρȟ ὄ ρȟρ , como se vê na Figura 1.1. 

 
FIGURA 1.1. O TRANSFORMADO DO TRIÂNGULO [OAB] É O TRIÂNGULO [OA’B’] 

1.1.1. Coordenadas polares 

Para cada ponto ὖ ὼȟώ πȟπ num referencial cartesiano em ᴙ , 

consideremos ὶ ὼ ώ π a distância 

desse ponto à origem e —ᶰπȟς“ o ângulo que 
o vetor posição do ponto ὖ faz com a parte 
positiva do eixo dos ὼὼ, medido no sentido anti-
horário, como ilustra a Figura 1.2. Os números ὶ 
e — são as coordenadas polares do ponto ὖ. 

A relação entre as coordenadas polares e as 
coordenadas cartesianas é dada por 

ὼ ὶÃÏÓ—
 

ώ ὶÓÉÎ—
 Ȣ                                                      ρȢρ 

A função vetorial que a cada ὶȟ—  faz corresponder o ponto           
ὼȟώ ὶÃÏÓ—ȟὶÓÉÎ—  definida em Ὀ ὶȟ—ȡ ὶ πȟπ — ς“ , é 

uma bijeção e o seu Jacobiano  

FIGURA 1.2. COORDENADAS 

POLARES ὶȟ— DO PONTO ὖ 
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ὼȟώ

ὶȟ—

ὼ

ὶ

ὼ

—

ώ

ὶ

ώ

—

ÃÏÓ— ὶÓÉÎ—

ÓÉÎ— ὶÃÏÓ—
ὶ                    ρȢς 

é não nulo em Ὀ. É possível alterar o domínio da função de modo a obter 
outras bijeções, em particular, é usual tomar “ — “Ȣ Note-se que esta 
função, considerada como aplicação de ᴙ  em ᴙ  não é bijetiva, mas para 
cada ponto ὶȟ—ȟ com ὶ πȟ é sempre possível encontrar um conjunto 
aberto contendo esse ponto de tal modo que a sua restrição a esse aberto é 
uma mudança de coordenadas. 

Exemplo 1.2 O ponto ὼȟώ πȟρ  tem coordenadas polares                 

ὶȟ— ρȟ ; o ponto cujas coordenadas polares são ὶȟ— Ѝςȟ  é o 

ponto ὼȟώ ρȟρ em coordenadas cartesianas. 

Como ilustrado na Figura 1.3, ao círculo centrado na origem e de raio Ὑ 
corresponde, em coordenadas polares, o retângulo πȟὙ πȟς“. A Figura 
ilustra também que, fixando ὶ a equação ὼ ώ ὶ  define uma 
circunferência centrada na origem de raio ὶȠ além disso, fixando —                        
(e com π ὶ Ὑ) obtém-se um segmento de reta.  

 

FIGURA 1.3. UM CÍRCULO E O CORRESPONDENTE RETÂNGULO EM COORDENADAS POLARES 

Exemplo 1.3 Uma semirreta tem equação polar do tipo — ὧ, sendo ὧ uma 
constante. Por exemplo, para a semirreta definida por ώ ὼȟὼ πȟ fazendo 

ὼ ὶÃÏÓ—,  ώ ὶÓÉÎ—, de acordo com (1.1), vem 

ὶÃÏÓ— ὶÓÉÎ—ᵼÃÏÓ— ÓÉÎ—ᵼÔÁÎ— ρᵼ—
“

τ
Ȣ 
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Uma circunferência centrada na origem de raio ὥ πȟὼ ώ ὥ, tem 
equação polar ὶ ὥ. Por exemplo, com ὥ ς tem-se 

ὶÃÏÓ— ὶÓÉÎ— τᵼὶ τᵼὶ ςȢ 

Equações do tipo ὶ ὥ Å — ὧ (ὥȟὧ constantes) definem as chamadas 
curvas coordenadas no plano polar. 

Na Figura 1.4 pode ver-se um retângulo polar, 

Ὑ ὶȟ—ȡὥ ὶ ὦȟ — ȟ 

conjunto que se define de modo mais simples em coordenadas polares do 
que em coordenadas cartesianas. 

 

FIGURA 1.4. COORDENADAS CARTESIANAS VERSUS COORDENADAS POLARES: RETÂNGULO POLAR 

1.1.2. Coordenadas cilíndricas e 
coordenadas esféricas 

Dado um ponto ὖ ὼȟώȟᾀ , com ὼȟώ πȟπ , em coordenadas 
cartesianas em ᴙ , considerando as coordenadas polares ὶȟ—  da sua 
projeção no plano ὼὕώ  e a sua terceira coordenada ᾀɴ ᴙ, obtém-se as 
coordenadas cilíndricas ὶȟ—ȟᾀ desse ponto, satisfazendo as relações 
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ὼ ὶÃÏÓ—

ώ ὶÓÉÎ—

ᾀ ᾀ          

 ȟ 

onde ὶ ὼ ώ, como ilustra a primeira imagem da Figura 1.5. 

 

FIGURA 1.5. COORDENADAS CILÍNDRICAS E COORDENADAS ESFÉRICAS, RESPETIVAMENTE 

A função vetorial que a cada ὶȟ—ȟᾀ  faz corresponder o ponto 
ὼȟώȟᾀ ὶÃÏÓ—ȟὶÓÉÎ—ȟᾀ, definida de  

Ὀ πȟЊ ᴙ 

para   ᴙ͵ πȟπȟπ  é uma bijeção e o seu Jacobiano é 

ὼȟώȟᾀ

ὶȟ—ȟᾀ

ὼ

ὶ

ὼ

—

ὼ

ᾀ
ώ

ὶ

ώ

—

ώ

ᾀ
ᾀ

ὶ

ᾀ

—

ᾀ

ᾀ

ÃÏÓ— ὶÓÉÎ— π

ÓÉÎ— ὶÃÏÓ— π

π π ρ

ὶȢ 

À semelhança do que foi referido no caso das coordenadas polares, é 
possível alterar o domínio da função de modo a obter outras bijeções, que 
também são mudanças de coordenadas. 
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Por outro lado, um dado ponto ὖ ὼȟώȟᾀ, com ὼȟώ πȟπ  em 
coordenadas cartesianas, pode ser descrito pelas suas coordenadas esféricas 
”ȟ—ȟ‰ , definidas por 

ὼ ”ÃÏÓ—ÓÉÎ‰

ώ ”ÓÉÎ—ÓÉÎ‰

ᾀ ”ÃÏÓ‰         

ȟ 

onde ” ὼ ώ ᾀ é a distância do ponto ὖ à origem do sistema de 

referência, — é a amplitude do ângulo orientado desde o semieixo positivo 
dos ὼὼ à semirreta que parte da origem e passa pela projeção do ponto ὖ no 

plano ὼὕώȟ  e‰ a amplitude do ângulo entre o semieixo positivo dos ᾀᾀ e a 
semirreta que parte da origem e passa por ὖ, como ilustrado na segunda 
imagem da Figura 1.5. 

A função de πȟЊ πȟς“ πȟ“ para  ᴙ͵ πȟπȟπ  definida por 
 

Ὢ”ȟ—ȟ‰ ”ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ȟ”ÓÉÎ—ÓÉÎ‰ȟ”ÃÏÓ‰  
 
é uma bijeção cujo Jacobiano é 

ὼȟώȟᾀ

”ȟ—ȟ‰

ὼ

”

ὼ

—

ὼ

‰
ώ

”

ώ

—

ώ

‰
ᾀ

”

ᾀ

—

ᾀ

‰

ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ—ÓÉÎ‰ ”ÃÏÓ—ÃÏÓ‰

ÓÉÎ—ÓÉÎ‰ ”ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ—ÃÏÓ‰

ÃÏÓ‰ π ” ÓÉÎ‰

 

”ÃÏÓ‰ÓÉÎ—ÃÏÓ‰ÓÉÎ‰ ÃÏÓ—ÃÏÓ‰ÓÉÎ‰

”ÓÉÎ‰ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ ÓÉÎ—ÓÉÎ‰  

”ÃÏÓ‰ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ‰Ȣ 

Também aqui é possível alterar convenientemente o domínio da função 
de modo a obter outras bijeções, que também são mudanças de 
coordenadas. 
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Exemplo 1.4 O ponto cujas coordenadas cartesianas são ρȟρȟρ  tem 

coordenadas cilíndricas Ѝςȟȟρ e coordenadas esféricas Ѝσȟȟ . 

Exemplo 1.5 A superfície cilíndrica dada por ὼ ώ ὥ ὥ π escreve-
se em coordenadas cilíndricas ὶ ὥ. As equações do tipo — ὧ ὧ 
constante) representam semiplanos verticais e as do tipo ᾀ ὧ representam 
planos horizontais. Estas são as superfícies coordenadas do espaço cilíndrico. 
A superfície cónica de equação cartesiana ὼ ώ ᾀ, tem equação, em 
coordenadas cilíndricas, ᾀ ὶ. A folha positiva desta superfície cónica é 
definida por ᾀ ὶ e a folha negativa por ᾀ ὶ. O cilindro de raio ὥ e altura 
Ὤ definido por ὼ ώ ὥ com π ᾀ Ὤ (onde ὥ e Ὤ são constantes 
positivas) corresponde, em coordenadas cilíndricas, a um paralelepípedo, 
como ilustra a Figura 1.6.  

 

FIGURA 1.6. COORDENADAS CILÍNDRICAS E COORDENADAS CARTESIANAS 

Exemplo 1.6 A superfície esférica ὼ ώ ᾀ ὥ ὥ π, centrada na 
origem de raio ὥ, escreve-se em coordenadas esféricas ” ὥ (veja a Figura 
1.7); as equações do tipo — ὧ representam planos verticais (tal como no 
caso das coordenadas cilíndricas) e as do tipo ‰ ὧ definem superfícies 
cónicas. Estas são as superfícies coordenadas do espaço esférico. Por 
exemplo, a folha positiva da superfície cónica de equação ὼ ώ ᾀ tem 

equação, em coordenadas esféricas, ‰  e a folha negativa ‰ Ȣ 



19 

 

FIGURA 1.7. COORDENADAS ESFÉRICAS E COORDENADAS CARTESIANAS 

Exercício resolvido 1.1. Seja Ὗ o sólido li-
mitado superiormente pela superfície es-
férica de equação ὼ ώ ᾀ ςᾀ e 
inferiormente pela folha positiva de uma 
superfície cónica, com equação                  

ᾀ ὼ ώȢ Escrever Ὗ em coordena-

das esféricas e em coordenadas cilíndri-
cas. 

Resolução. A mudança para coordenadas 
esféricas é dada por 

ὼ ”ÃÏÓ—ÓÉÎ‰

ώ ”ÓÉÎ—ÓÉÎ‰

ᾀ ”ÃÏÓ‰          

ȟ 

logo a superfície esférica é, em coordenadas esféricas, ” ς”ÃÏÓ‰, ou 
seja, ” ςÃÏÓ‰. A superfície cónica é dada por 

”ÃÏÓ‰ ”ÃÏÓ—ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ—ÓÉÎ‰ ”ÓÉÎ‰ȟπ ‰
“

ς
Ȣ 

De ”ÃÏÓ‰ ”ÓÉÎ‰, vem ‰ . Então o sólido Ὗ é, em coordenadas 

esféricas, o conjunto de pontos representado na Figura 1.8: 

FIGURA 1.8. SÓLIDO DO EXERCÍCIO 

RESOLVIDO 1.1 
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Ὗ ”ȟ—ȟ‰ ᶰᴙȡπ — ς“ȟπ ‰
“

τ
ȟπ ” ςÃÏÓ‰Ȣ 

Fazendo agora uma mudança para coordenadas cilíndricas: 

ὼ ὶὧέί—

ώ ὶίὭὲ—

ᾀ ᾀ          

ȟ 

a superfície esférica é dada por ὶ ᾀ ɂ ρ ρ, donde o hemisfério 

superior tem equação ᾀ ρ Ѝ ρ ὶ  e a superfície cónica é dada por     
ᾀ ὶ. A projeção do sólido no plano ὼὕώ é um disco de centro na origem e 
raio 1, logo 

π — ς“ȟπ ὶ ρȢ 

O sólido Ὗ é, em coordenadas cilíndricas, o conjunto de pontos 

Ὗ ὶȟ—ȟᾀᶰᴙȡπ ὶ ρȟπ — ς“ȟὶ ᾀ ρ ρ ὶ Ȣ 

1.2. Campos vetoriais 

Os campos vetoriais surgem frequentemente em áreas como o 
eletromagnetismo e a hidrodinâmica. Alguns exemplos muito conhecidos de 
campos vetoriais são o campo gravitacional gerado por uma massa, o campo 
elétrico gerado por uma carga elétrica, o campo magnético, campos de 
velocidades (de partículas atmosféricas ou de um fluido em movimento). Os 
campos de temperaturas ou o potencial elétrico gerado por uma distribuição 
de cargas não são campos vetoriais mas sim campos escalares. 


