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INTRODUCAO

Este livro é um texto introdutério dos conceitos bdsicos de cdlculo
para fungdes de varias varidveis escrito de uma forma acessivel, clara e
sucinta, tornando-o um texto de apoio a lecionagdo e ao trabalho do
estudante.

Destina-se a estudantes universitarios do segundo ano de
Engenharias, de Fisica, ou de outros cursos da area das Ciéncias Naturais onde
o célculo integral e o calculo vetorial sdo componentes importantes da sua
formagdo. Tem como pré-requisitos o calculo diferencial de fungGes de varias
variaveis, que constitui o tema do livro dos mesmos autores — Cdlculo
diferencial a vdrias varidveis, O essencial [5] — mas também conhecimentos
de calculo diferencial e integral de funcgGes reais de uma variavel real,
usualmente adquiridos em unidades curriculares precedentes. Além disso,
sdo também proficuos alguns conhecimentos de algebra linear e geometria

analitica.

Entendemos que, neste nivel de aprendizagem, é importante que o
estudante desenvolva a habilidade de calcular, com papel e lapis, mas
também usando métodos computacionais. Defendemos que o uso de
métodos computacionais exige que o estudante seja capaz de compreender
os problemas interpretando-os num contexto geométrico e, também, que
conheca os resultados tedricos e classicos que lhe permitam fazer uma boa
interpretacao dos resultados obtidos por esse meio.

Pretendemos que seja um texto simples, basico e essencial. Contém
uma colec¢do extensa de exemplos e exercicios resolvidos e, no final de cada
capitulo, apresenta também uma lista de exercicios propostos. Exercicios
complementares podem ainda ser encontrados em [6].



Neste contexto, embora tenha sido nossa preocupagdo manter o
rigor matematico, foi feita uma simplificagdo da exposi¢ao, colocando mais
enfase no cdlculo do que na justificagdo dos resultados tedricos.
Recomendamos pois, sobretudo aos estudantes mais curiosos e ambiciosos,
a consulta da bibliografia indicada [1,2,4,7,8,9], constituida por textos
classicos, onde se podem encontrar as demonstragdes omitidas, bem como
algumas explicagdes mais profundas que sdo aqui preteridas.

O CAPITULO 1 esta dividido em 3 sec¢des. Na secgdo 1 tratam-se as
mudancas de coordenadas no plano e no espago. Da-se especial atengdo as
coordenadas polares no plano e as coordenadas cilindricas e coordenadas
esféricas no espago. Na secg¢do 2 lida-se com os campos vetoriais, que
aparecem também nos integrais de linha e nos integrais de superficie, mais
adiante. Em particular, estudam-se os campos conservativos, suas
propriedades e algumas aplicagdes. Na sec¢do 3 estudam-se as curvas como
fungdes vetoriais preparando-se assim o estudo dos integrais de linha que se

faz posteriormente.

No CAPITULO 2 cobre-se o estudo dos integrais de linha. O integral
de linha é visto como uma extensdo do integral definido de uma funcdo
escalar sobre uma linha e define-se, depois, o integral de linha de um campo
vetorial. Usa-se o teorema fundamental dos integrais de linha para calcular o
trabalho ou a circulagdo de um campo vetorial conservativo.

O CAPITULO 3 é dedicado ao calculo de integrais multiplos. Embora
muitos dos resultados apresentados sejam validos para qualquer dimensao,
estudam-se, em particular, os integrais duplos e triplos. Estes integrais sao
vistos como extensdes dos integrais definidos em dimensdo inferior e
mostram-se as aplicagbes mais frequentes. Usam-se mudancas de
coordenadas sempre que adequado, para o calculo dos integrais e estuda-se
o teorema de Green.

O CAPITULO 4 comeca com a definicdo de superficie parametrizada
como fungdo vetorial de dois parametros. Estudam-se os integrais de



superficie como integrais que se transformam em integrais duplos, cuja
regido de integracdo é o dominio dos parametros da superficie
parametrizada. Este capitulo termina com o estudo dos teoremas de Gauss e
de Stokes, fazendo-se a ligagdo com os assuntos tratados nos capitulos
anteriores: os integrais triplos e os integrais de linha de uma curva no espaco.
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MUDANCAS DE COORDENADAS
E FUNCOES VETORIAIS

Este capitulo é composto por trés sec¢des. A primeira é dedicada a um

breve estudo das mudancgas de coordenadas no plano e no espacgo; da-se
especial aten¢do a mudanga para coordenadas polares no plano e a mudanga
para coordenadas cilindricas e esféricas no espaco.

Nas secgdes seguintes estudam-se dois tipos especiais de fungdes

vetoriais. Os campos vetoriais e as curvas dando enfase a visualizagdo e
tracado de curvas parametrizadas como fungdes que representam
movimento.

= =4 =4

=A =4 =8 =4

No final, o estudante deve ser capaz de:

Escrever em coordenadas polares uma regido plana dada em
coordenadas retangulares e reciprocamente;

Escrever em coordenadas cilindricas e em coordenadas esféricas uma
regidao dada em coordenadas retangulares;

Escrever em coordenadas retangulares uma regido dada em coorde-
nadas cilindricas ou em coordenadas esféricas;

Identificar um campo conservativo;

Calcular um potencial para um campo conservativo;

Determinar uma equacdo cartesiana de uma curva dada pelas suas
equacgbes paramétricas;

Parametrizar curvas no plano e no espaco;

Identificar curvas regulares;

Tragar curvas no plano e no espaco;

Escrever uma equagdo do plano tangente e da reta normal a uma curva
num ponto.

11



1.1. Mudanca de Coordenadas

A escolha de um sistema de coordenadas, no plano ou no espaco, de
acordo com o problema que pretendemos resolver, é um passo fundamental
na obtengdo da solugdo do problema; em certas situagOes, por exemplo em
problemas que envolvem o calculo de integrais, pode ser conveniente efetuar
uma mudanca de coordenadas.

DEFINIGAO 1.1

Seja "YN A um aberto. Uma mudanga de coordenadas (ou
mudanga de varidveis) em "Yé uma fungdo "Y[YP a O a htal que
Yo b I8 o whoM o de classe 6 h injetiva, cujo
Jacobiano?! n3o se anula, isto &,

B
cc
P

Y

v

T
T o

8'( g(
| &
3 §<
O-| e-m O
(03 >
o

A funcdo definidaem A por
"Yoh oo co U U
€ uma mudanca de coordenadas no plano. O Jacobiano de ”Y

T o o
Tofo T o670 ¢ p 5
— oh
T 6h Twl o p p
1601 0

ndo se anula em s , o que permite concluir que "Yé injetiva pois “Yé uma

10 Jacobiano é o determinante da matriz Jacobiana [5].
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aplicac3o linear. Aplicando esta transformac3o ao tridngulo no plano ® 0 U
cujos vértices s3o os pontos de coordenadas cartesianas 0 mtrt h
& phthé mp obtém-se o tridngulo no plano @ U cujos vértices s3o
O  mhhd ¢hp R6 plp , como se vé na Figura 1.1.

A

FHGURAL.1. O TRANSFORMADO DO TRIANGULO [OAB] E 0 TRIANGULO [OA’B’]

1.1.1.Coordenadas polares

Para cada ponto 0 ot Tt num referencial cartesiano em a1 ,
consideremos | W W T a distancia
desse ponto a origeme —N TiT“ o0 angulo que
o vetor posi¢do do ponto U faz com a parte P=(x,y)
positiva do eixo dos G medido no sentido anti-
horario, como ilustra a Figura 1.2. Os nimeros i v
e —s30 as coordenadas polares do ponto 0. 0

A relagdo entre as coordenadas polares e as o] X

coordenadas cartesianas é dada por
HGURAL.2. COORDENADAS

POLARES iF}—DO PONTOC)
© i1AT-6
. 8 PP
0w 10E+
5 A fung?o vetorial que a cada i h— faz corresponder o ponto
oy 1 AT-@ OEF definida em O  ih—d mhm — ¢, é
uma bijecdo e o seu Jacobiano

13
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—a
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é n3o nulo em ‘0. E possivel alterar o dominio da fungdo de modo a obter
outras bije¢Oes, em particular, é usual tomar “ — *“ 8\ote-se que esta
fungdo, considerada como aplicagdo de i em a ndo é bijetiva, mas para
cada ponto ih—hcomi Tmhé sempre possivel encontrar um conjunto
aberto contendo esse ponto de tal modo que a sua restricdo a esse aberto é

uma mudanga de coordenadas.

O ponto afo T[I’fD tem coordenadas polares
i h— pﬁ— ; 0 ponto cujas coordenadas polares s3o | h— VIEH— éo
ponto Gfto plp em coordenadas cartesianas.

Como ilustrado na Figura 1.3, ao circulo centrado na origem e de raio 'Y
corresponde, em coordenadas polares, o retangulo THhY TiT" . A Figura

ilustra também que, fixando | a equacdo @ 0 1 define uma
circunferéncia centrada na origem de raio iMNalém disso, fixando —
(ecomTt 1 'Y)obtém-se um segmento de reta.

oA y
2 7 ‘
1
9 7777777 [
| A -
" Rr

FHGURAL.3. UM CIRCULO E O CORRESPONDENTE RETANGULO EM COORDENADAS POLARES

Uma semirreta tem equacgao polar do tipo — (:) sendo Guma
constante. Por exemplo, para a semirreta definida por @ aw Tihfazendo
® 1AT-O® i OEJdeacordocom (1.1), vem

iAT-© 1OEHR AT-© OEh OA+ pi — -8
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Uma circunferéncia centrada na origem de raio ® THo ® @, tem
equagdo polari G Por exemplo, com @ ¢ tem-se
iAT-©0 1O0EF t+1i1 1+l ¢8

Equacdes do tipol  WA— @(¢htoconstantes) definem as chamadas
curvas coordenadas no plano polar.

Na Figura 1.4 pode ver-se um retdngulo polar,

Y ih—d i ch — 1 h

conjunto que se define de modo mais simples em coordenadas polares do
que em coordenadas cartesianas.

'A J\

FHGURAL.4. COORDENADAS CARTESIANAS VERSUS COORDENADAS POLARES: RETANGULO POLAR

1.1.2.Coordenadas cilindricas e
coordenadas esféricas

Dado um ponto 0 anfu , com oo i , em coordenadas
cartesianas em A , considerando as coordenadas polares i h— da sua
proje¢do no plano @ U Gk a sua terceira coordenada QN A, obtém-se as
coordenadas cilindricas 1 ﬁ—ﬁx desse ponto, satisfazendo as relagdes

15



w 1AT-©

® 1 OEd
a a
ondei @ W, comoilustra a primeira imagem da Figura 1.5.

P=(xy.2)

FHGURAL.5. COORDENADAS CILINDRICAS E COORDENADAS ESFERICAS, RESPETIVAMENTE

A fungdo vetorial que a cada ih-t faz corresponder o ponto
ahuha i AT-@ OEd, definida de

0O Tt H =
para i TOTT é uma bijecdo e o seu Jacobiano é
Tow Tow To
. Ti 1 — 14 Ai-©O 10Et .
Taluhd 160 1T &0 T @ o on ow .
——— — — O E+ Al-O 18
TiRR 71 T — Ta ' "
Ta T a T a T T p
Ti 1T — 1a

A semelhanca do que foi referido no caso das coordenadas polares, é
possivel alterar o dominio da fungdo de modo a obter outras bije¢Ges, que
também sdo mudancgas de coordenadas.

16



Por outro lado, um dado ponto 0 (d:(d:a , com oft i em
coordenadas cartesianas, pode ser descrito pelas suas coordenadas esféricas
" h—Hbo, definidas por
w "AT-@ B
o " OEIO B
¢« "AT

onde” @ ® & éa distancia do ponto O a origem do sistema de
referéncia, —& a amplitude do angulo orientado desde o semieixo positivo
dos 6 G semirreta que parte da origem e passa pela projecdo do ponto 0 no
plano & U fue %oa amplitude do angulo entre o semieixo positivo dos & G a
semirreta que parte da origem e passa por U, como ilustrado na segunda
imagem da Figura 1.5.

Afunciode Th Hb it T para A ) nint  definida por
Qe 7 AT-@ BAT O B0 B AT %
€ uma bijecdo cujo Jacobiano é

T i % Al-DEd "OROEM "AT-AIW
—— " OEOBd "Al-®P4d "OEAIT®
T "hkbo T "1 —1 %o

tarara  Riw n " O B

T = %
© ATDOEIATWDBE Al OA %D B
" OBAAT GOE¥% OEHOE %
" AT @0Bd " OE% » OB
Também aqui é possivel alterar convenientemente o dominio da fungao

de modo a obter outras bijecGes, que também s3o mudangas de
coordenadas.
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O ponto cujas coordenadas cartesianas sdo pﬁDﬁD tem
coordenadas cilindricas VIiCh-Fp e coordenadas esféricas Vioh-h- .

A superficie cilindrica dadapor@w @ @ @ T escreve-
se em coordenadas cilindricas i . As equacdes do tipo — O O
constante) representam semiplanos verticais e as do tipo & (I)representam
planos horizontais. Estas sdo as superficies coordenadas do espago cilindrico.
A superficie cénica de equacdo cartesiana®@ @ &, tem equac¢do, em
coordenadas cilindricas, d i . A folha positiva desta superficie conica é
definidapor & 1 e afolha negativa por @ i.Ocilindro de raio (e altura
"Qdefinido por@ @ GcomT & "Qonde We "Nsdo constantes
positivas) corresponde, em coordenadas cilindricas, a um paralelepipedo,
como ilustra a Figura 1.6.

<A

FHGURAL.6. COORDENADAS CILINDRICAS E COORDENADAS CARTESIANAS

A superficie esférica® © & O @ T, centrada na
origem de raio () escreve-se em coordenadas esféricas”  (veja a Figura
1.7); as equacgdes do tipo — d)representam planos verticais (tal como no
caso das coordenadas cilindricas) e as do tipo %o definem superficies
conicas. Estas sdo as superficies coordenadas do espago esférico. Por
exemplo, a folha positiva da superficie cénica de equagdo ®w O O tem
equacdo, em coordenadas esféricas, %o — e a folha negativa %0 —8

18



HGURAL.7. COORDENADAS ESFERICAS E COORDENADAS CARTESIANAS

Exercicioresolvido 1.1 Seja Yo sélido li-
mitado superiormente pela superficie es-
férica de equacdo @ @ A Cche
inferiormente pela folha positiva de uma
superficie conica, com equagao
o} ® 8Escrever "Yem coordena-
das esféricas e em coordenadas cilindri-
cas.

ResolucaoA mudanga para coordenadas
esféricas é dada por

o AT 56

FHGURAL.8. S6LID0 DO EXERCiCIO

o " OEIO Bdh RESOLVIDO 1.1

a "AT%
logo a superficie esférica é, em coordenadas esféricas, ” ¢’ AT% ou
seja,” ¢ A T %A superficie conica é dada por

"AT% 7 Al OOE% * OEHOE¥% " OBdm % 28

De” AT% " OB4vem% —. Ent3o o sélido "Yé, em coordenadas

esféricas, o conjunto de pontos representado na Figura 1.8:

19



Y "hHoNa gt — Rt %o ?ﬁn " cAT%8
Fazendo agora uma mudanga para coordenadas cilindricas:

O 10éE+

O ii Qh
a «
a superficie esférica é dada por i a? p p, donde o hemisfério
superior tem equacio @ p W i e a superficie cénica é dada por
a 1. A projecdo do sélido no plano @ 0 éum disco de centro na origem e
raio 1, logo
n — ¢l i p8

0 sélido "Yé, em coordenadas cilindricas, o conjunto de pontos

Y iR vadgr i pim — ¢h & p p i 8

1.2. Campos vetoriais

Os campos vetoriais surgem frequentemente em dreas como o
eletromagnetismo e a hidrodindmica. Alguns exemplos muito conhecidos de
campos vetoriais sdo o campo gravitacional gerado por uma massa, o campo
elétrico gerado por uma carga elétrica, o campo magnético, campos de
velocidades (de particulas atmosféricas ou de um fluido em movimento). Os
campos de temperaturas ou o potencial elétrico gerado por uma distribuigcdo
de cargas ndo sdo campos vetoriais mas sim campos escalares.
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